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 :محاسبه آن ینرسی وماتریس ممان ا

های ی انتگرالی ماتریس ممان اینرسی یکی از مواردی است که در آن محاسبات تدریس شده دربارهمحاسبه

گانه است. دلیل اصلی این است که باید دقت کنید که ماتریس ممان اینرسی خاصیت یگانه، دوگانه و سه

s و از دید دستگاه Aی حول نقطه 1پذیری دارد یعنی اگر ممان اینرسی جسم جمع 𝐼𝐴(1)
𝑠  باشد و ممان

sو از دید دستگاه  Aی حول نقطه 2اینرسی جسم  𝐼𝐴(2)
𝑠 2و  1گاه اگر جسمی متشکل از جسم باشد، آن 

 بنامیم، داریم: 3ساخته و آن را جسم 

𝐼𝐴(3)
𝑠 = 𝐼𝐴(1)

𝑠 + 𝐼𝐴(2)
𝑠  

 م.کنیی ماتریس ممان اینرسی اجسام بسیار استفاده میما از این موضوع در محاسبه

𝑟𝐴𝐾خواهیم در حالت کلی با فرض حال می
𝑠 = (

𝑥
𝑦
𝑧
𝐼𝐴عبارت  (

𝑠 .را بدست آوریم 

𝐼𝐴
𝑠 =∑𝑚𝑘(𝜌𝐴𝐾

2 𝐼3×3 − 𝑟𝐴𝐾
𝑠 𝑟𝐴𝐾

𝑇𝑠 ) 

𝜌𝐴𝐾با توجه به اینکه
2 = 𝑟𝐴𝐾

𝑇𝑠 𝑟𝐴𝐾
𝑠 :است داریم 

𝐼𝐴
𝑠 =∑𝑚𝑘( 𝑟𝐴𝐾

𝑇𝑠 𝑟𝐴𝐾
𝑠 𝐼3×3 − 𝑟𝐴𝐾

𝑠 𝑟𝐴𝐾
𝑇𝑠 )

=∑𝑚𝑘 [(

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 0 0

0 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 0

0 0 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
) − (

𝑥2 𝑥𝑦 𝑥𝑧

𝑦𝑥 𝑦2 𝑦𝑧

𝑧𝑥 𝑧𝑦 𝑧2
)]

=∑𝑚𝑘 (

𝑦2 + 𝑧2 −𝑥𝑦 −𝑥𝑧

−𝑥𝑦 𝑥2 + 𝑧2 −𝑦𝑧

−𝑥𝑧 −𝑦𝑧 𝑥2 + 𝑦2
) 

 شود:تبدیل می∫به انتگرال ∑ها بسیار زیاد باشدkاگر تعداد 

𝐼𝐴
𝑠 = ∫ (

𝑦2 + 𝑧2 −𝑥𝑦 −𝑥𝑧

−𝑥𝑦 𝑥2 + 𝑧2 −𝑦𝑧

−𝑥𝑧 −𝑦𝑧 𝑥2 + 𝑦2
)𝑑𝑚

𝑀

 

,𝜎(𝑥گانه است. مثلاً اگر ل بوجود آمده در حقیقت انتگرال سهکنید که انتگراملاحظه می 𝑦, 𝑧) را چگالی حجمی

,𝑥)ی جسم در نقطه 𝑦, 𝑧)گاه ، آندر نظر بگیریم𝑑𝑚 = 𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉 = 𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧  است و به

 شود:عنوان نمونه آخرین درایه ماتریس ممان اینرسی به صورت زیر محاسبه می
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𝐼𝑧𝑧 = ∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑚
𝑀

= ∭ (𝑥2 + 𝑦2)𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉(حجم جسم)

 

 گاه:ی جسم یکسان باشد آندر صورتی که جسم همگن باشد و توزیع جرمی در همه

𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝑀کل

𝑉کل
= 𝜎 

 بنابراین:

𝐼𝑧𝑧 = ∭ (𝑥2 + 𝑦2)𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉(حجم جسم)

= ∭ 𝜎(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉(حجم جسم)

 

ی کار تمام سعی خود را خواهیم نمود تا مشاهده می کنید که گویا با یک انتگرال سه گانه مواجهیم ولی در ادامه

های همچنین اگر جسم نسبت به محورها متقارن باشد تنها درایه تبدیل کنیم.این انتگرال را به انتگرال یگانه 

جالب توجه دیگر این است که هرچقدر هم که ی نکته قطر اصلی ماتریس ممان اینرسی مخالف صفر هستند.

توان یافت که ماتریس ممان اینرسی حول توان اثبات کرد که همواره دستگاهی مییک جسم نامتقارن باشد می

 آن قطری گردد.

 Aی حول نقطه mای به جرم ی ماتریس ممان اینرسی جسم ذرهمثال( محاسبه

تنها در راستای یکی  rبردار  کنیم کهای تعریف میرا به گونه sاه دستگ تر شدن ماتریس ممان اینرسیبرای ساده

 از محورهای آن مولفه داشته باشد.
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s1

s2

s3

r

A m

 

 گاه ماتریس ممان اینرسی برابر خواهد بود با:آن

𝐼𝐴
𝑠 = (

0 0 0
0 𝑚𝑟2 0
0 0 𝑚𝑟2

) 

𝜔𝑖𝑠و اگر تنها حول محور سوم سرعت دورانی داشته باشد یعنی 
𝑠 = (

0
0
𝜔
گاه بردار اندازه حرکت باشد، آن (

 خواهد شد: sدورانی از دید اینرسی و بیان شده در 

𝐻𝑖
𝑠 = 𝐼𝐴

𝑠 𝜔𝑖𝑠
𝑠 = (

0 0 0
0 𝑚𝑟2 0
0 0 𝑚𝑟2

)(
0
0
𝜔
) = (

0
0

𝑚𝑟2𝜔
) 

|𝑣|خواستیم به حرکت خطی آن نگاه کنیم، به هنگام چرخش و اگر می = 𝑟𝜔  است و برای اندازه حرکت خطی

 داریم:

𝑣𝑠 = (
𝑟𝜔sin (𝜃)
𝑟𝜔cos (𝜃)

0

) 𝑃𝑖
𝑠 = 𝑚 𝑣𝑠 = (

𝑚𝑟𝜔sin (𝜃)
𝑚𝑟𝜔cos (𝜃)

0

) 

𝑃𝑖دقت کنید که مشتق 
𝑠 شود و مشتق از دید اینرسی نیروی برآیند می𝐻𝑖

𝑠  از دید اینرسی گشتاور نیروی

ی بیشتر دارد و فرق نیروی برآیند و گشتاور نیرو rبرآیند است. توجه داشته باشید که گشتاور نیروی برآیند یک 

توان به حرکت یک ذره نگاه بوده است. به این ترتیب مشاهده کردید که به دو صورت می rبرآیند نیز در همین 

 حرکت خطی و حرکت دورانی هر دو به یک پاسخ می رسند.و  کرد

 دورانی برای این ذره خواهد بود:با نگاهِ و عدد انرژی جنبشی در مورد انرژی جنبشی نیز چنین است 
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1

2
(0 0 𝜔)(

0 0 0
0 𝑚𝑟2 0
0 0 𝑚𝑟2

)(
0
0
𝜔
) =

1

2
𝐼𝑧𝑧𝜔

2 =
1

2
𝑚𝑟2𝜔2 

|𝑣|و از آن جایی که   = 𝑟𝜔1)(خطیبا نگاه انتقالی)عدد انرژی جنبشی  ،است

2
𝑚𝑣2) 1نیز

2
𝑚𝑟2𝜔2  شده و با

 برابر است. به دست آمد، دورانیکه با دیدگاه مقدار انرژی جنبشی 

1در کتاب هالیدی نیز وقتی )

2
𝐼𝜔2 1بینید منظور همانرا می

2
𝐼𝑧𝑧𝜔

1و یا2

2
𝐼𝑦𝑦𝜔

جا فرض بر است. چرا که در آن2

 (انجام گرفته است.𝜔یاین است که دوران تنها حول یک محور و به اندازه

  

ی ی بالا برای یک میله که ضخامت آن ناچیز در نظرگرفته شده است به محاسبهدر ادامه با استفاده از نتیجه

 پردازیم.ماتریس ممان اینرسی می

 ی ماتریس ممان اینرسی برای یک میله( محاسبهمثال

خواهیم ماتریس ممان اینرسی را حول مرکز میله و از است. می Lو طول آن  Mکنیم جرم کل میله فرض می

 کنیم بدست آوریم.دید دستگاهی که در شکل تعریف می

s1

s2

s3

r

A
dm

dr

 

 بوجود آمد داریم:به دلیل تقارنی که با تعریف مناسب دستگاه 

𝐼𝑥𝑥 = 0              𝐼𝑦𝑦 = 𝐼𝑧𝑧 

 و داریم:
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𝐼𝑦𝑦 = 𝐼𝑧𝑧 = ∫ 𝑟2𝑑𝑚 
𝑀

 

 برابراست با طول ضربدر جرم واحد طول. بنابراین: 𝑑𝑚بدست آوریم.  rرا بر حسب  𝑑𝑚حال باید 

𝐼𝑦𝑦 = 𝐼𝑧𝑧 = ∫ 𝑟2
𝑀

𝐿
 𝑑𝑟 

𝑀

=
𝑀

𝐿
∫ 𝑟2 𝑑𝑟 

𝐿

2

−
𝐿

2

=
2𝑀

𝐿
∫ 𝑟2 𝑑𝑟 

𝐿

2

0

=
1

12
𝑀𝐿2 

 نابراین:ب

𝐼𝐴
𝑠 =

(

 
 

0 0 0

0
1

12
𝑀𝐿2 0

0 0
1

12
𝑀𝐿2

)

 
 

 

گاه انرژی داشته باشد آن zای روی و هم مولفه yای روی هم مولفه 𝜔حال اگر میله را طوری دوران دهیم که 

 جنبشی  دورانی میله برابر خواهد بود با:

1

2
𝐼𝑦𝑦𝜔𝑦

2 +
1

2
𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧

2 

حرکت دهیم انرژی جنبشی آن نسبت به کسی که روی زمین  𝑣𝐴میله را  با سرعت  ضمن دوران دادن،حال اگر 

 :انتقالی جنبشی دورانی و  ساکن ایستاده است برابر خواهد بود با مجموع انرژی

 
1

2
𝐼𝑦𝑦𝜔𝑦

2 +
1

2
𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧

2 +
1

2
𝑀𝑣𝐴

2 

  

از ماتریس ممان pو عرض  Lبرای یک صفحه به طول ی ماتریس ممان اینرسی برای محاسبهخواهیم حال می

 را نیز داشت. Aاز مرکز صفحه یعنی  yی ای به فاصلهینرسی میله استفاده کنیم. ولی باید بتوان میلها

 صفحهی ماتریس ممان اینرسی برای یک مثال( محاسبه

 کنیم.ی کلی توجه میبرای حل این مسأله به یک مسأله
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شود؟ به عبارت چه می Aمحاسبه شده باشد، ماتریس ممان اینرسی حول  𝑐𝑚اگر ماتریس ممان اینرسی حول 

𝐼𝑐𝑚ی دیگر رابطه
𝑠  و𝐼𝐴

𝑠 بر حسب𝑟𝐴𝑐𝑚 شود؟چه می 

 دانیم:می

𝐼𝐴
𝑠 =∑𝑚𝑘(𝜌𝐴𝐾

2 𝐼3×3 − 𝑟𝐴𝐾
𝑠 𝑟𝐴𝐾

𝑇𝑠 ) =∑𝑚𝑘( 𝑟𝐴𝐾
𝑇𝑠 𝑟𝐴𝐾

𝑠 𝐼3×3 − 𝑟𝐴𝐾
𝑠 𝑟𝐴𝐾

𝑇𝑠 ) 

𝑟𝐴𝐾با توجه به اینکه   = 𝑟𝐴𝑐𝑚 + 𝑟𝑐𝑚𝐾 :است، داریم 

𝐼𝐴
𝑠 =∑𝑚𝑘(( 𝑟𝐴𝑐𝑚

𝑠 + 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑠 )𝑇( 𝑟𝐴𝑐𝑚

𝑠 + 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑠 )𝐼3×3 − ( 𝑟𝐴𝑐𝑚

𝑠

+ 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑠 )( 𝑟𝐴𝑐𝑚

𝑠 + 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑠 )𝑇)

=∑𝑚𝑘( 𝑟𝐴𝑐𝑚
𝑇𝑠 𝑟𝐴𝑐𝑚

𝑠 𝐼3×3 + 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑇 𝑟𝐴𝑐𝑚

𝑠𝑠 𝐼3×3 + 𝑟𝐴𝑐𝑚
𝑇𝑠 𝑟𝑐𝑚𝐾

𝑠 𝐼3×3

+ 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑇 𝑟𝑐𝑚𝐾

𝑠 𝐼3×3
𝑠 − 𝑟𝐴𝑐𝑚 𝑟𝐴𝑐𝑚

𝑇𝑠𝑠 − 𝑟𝑐𝑚𝐾 𝑟𝐴𝑐𝑚
𝑇𝑠𝑠 − 𝑟𝐴𝑐𝑚 𝑟𝑐𝑚𝐾

𝑇𝑠𝑠

− 𝑟𝑐𝑚𝐾 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑇𝑠𝑠 )

=∑𝑚𝑘( 𝑟𝐴𝑐𝑚
𝑇𝑠 𝑟𝐴𝑐𝑚

𝑠 𝐼3×3 − 𝑟𝐴𝑐𝑚 𝑟𝐴𝑐𝑚
𝑇𝑠𝑠 )

+∑𝑚𝑘( 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑇 𝑟𝑐𝑚𝐾

𝑠 𝐼3×3 − 𝑟𝑐𝑚𝐾 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑇𝑠𝑠 )𝑠 +∑𝑚𝑘 𝑟𝐴𝑐𝑚

𝑇𝑠 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑠 𝐼3×3

+∑𝑚𝑘 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑇 𝑟𝐴𝑐𝑚

𝑠𝑠 𝐼3×3 −∑𝑚𝑘 𝑟𝑐𝑚𝐾 𝑟𝐴𝑐𝑚
𝑇𝑠𝑠 −∑𝑚𝑘 𝑟𝐴𝑐𝑚 𝑟𝑐𝑚𝐾

𝑇𝑠𝑠

= 𝐼𝐴𝑐𝑚
𝑠 + 𝐼𝑐𝑚

𝑠 + 𝑟𝐴𝑐𝑚
𝑇𝑠 (∑𝑚𝑘 𝑟𝑐𝑚𝐾

𝑠 )
⏞          

صفر

𝐼3×3 + (∑𝑚𝑘 𝑟𝑐𝑚𝐾
𝑇𝑠 )

⏞          

صفر

𝑟𝐴𝑐𝑚𝐼3×3
𝑠 − 0

− 0 

 بنابراین:

𝐼𝐴
𝑠 = 𝐼𝐴𝑐𝑚

𝑠 + 𝐼𝑐𝑚
𝑠 = 𝐼𝐴(𝑀)

𝑠 + 𝐼𝑐𝑚
𝑠  

𝐼𝐴(𝑀)عبارت 
𝑠 ماتریس ممان اینرسی در حالتی است که کل جرم نسبت بهA درcm  .متمرکز شده است 
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s1

s2
s3

y

A

dm dy

L

p

 

𝑟𝐴𝑐𝑚نشان داده شده،  𝑑𝑚بالا برای مثال  در به این ترتیب  = (
0
𝑦
0
 داریم:لذا برای این عنصر و است  (

𝐼𝐴(𝑑𝑚)
𝑠 = 𝐼𝐴(𝑀)

𝑠 + 𝐼𝑐𝑚
𝑠 = (

𝑦2𝑑𝑚 0 0
0 0 0
0 0 𝑦2𝑑𝑚

) +

(

 
 

0 0 0

0
1

12
𝐿2𝑑𝑚 0

0 0
1

12
𝐿2𝑑𝑚

)

 
 

=

(

 
 

𝑦2𝑑𝑚 0 0

0
1

12
𝐿2𝑑𝑚 0

0 0 𝑦2𝑑𝑚 +
1

12
𝐿2𝑑𝑚

)

 
 

 

 با تعریف جرم واحد سطح داریم:حال برای کل صفحه، 

𝑑𝑚 =
𝑀

𝐿𝑝
× 𝐿𝑑𝑦 =

𝑀

𝑝
𝑑𝑦 

 وممان اینرسی کل صفحه:
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𝐼𝐴
𝑠 (کل صفحه) =

𝑀

𝑝
∫

(

 
 

𝑦2𝑑𝑦 0 0

0
1

12
𝐿2𝑑𝑦 0

0 0 (𝑦2 +
1

12
𝐿2) 𝑑𝑦

)

 
 

𝑝

2

−
𝑝

2

=

(

 
 
 

1

12
𝑀𝑝2 0 0

0
1

12
𝑀𝐿2 0

0 0
1

12
𝑀(𝑝2 + 𝐿2))

 
 
 

 

 حلقهی ماتریس ممان اینرسی برای یک مثال( محاسبه

s1

s2
s3

A

R
d


Rd

 

 بالا داریم:مطابق شکل 

𝑑𝑚 =
𝑀

2𝜋𝑅
𝑅𝑑𝜃 =

𝑀

2𝜋
𝑑𝜃 

𝑀بالای که در رابطه

2𝜋𝑅
جایی که انتخاب شده روی حلقه است. و از آن dmطول المان  𝑅𝑑𝜃چگالی طولی حلقه و  

𝑟𝐴𝐾
𝑠 = (

𝑅𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑅𝑠𝑖𝑛(𝜃)
0

 است داریم: (

𝐼𝐴
𝑠 =

𝑀

2𝜋
∫ (

𝑅2 sin2 𝜃 −𝑅2 sin 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
−𝑅2 𝑐𝑜𝑠𝜃sin 𝜃 𝑅2 cos2 𝜃 0

0 0 𝑅2
)

2𝜋

0

𝑑𝜃 =

(

 
 

1

2
𝑀𝑅2 0 0

0
1

2
𝑀𝑅2 0

0 0 𝑀𝑅2)
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 دیسکی ماتریس ممان اینرسی برای یک مثال( محاسبه

s1

s2

s3

A

Rr

dm

dr

 

 پردازیم.ی ماتریس ممان اینرسی یک دیسک میمحاسبهی بخش قبل به با توجه به نتیجه

𝑑𝑚 =
𝑀

𝜋𝑅2
2𝜋𝑟 𝑑𝑟 =

2𝑀

𝑅2
𝑟 𝑑𝑟 

𝑀ی بالا که در رابطه

𝜋𝑅2
 انتخاب شده روی دیسک است. dmمساحت المان  2𝜋𝑟 𝑑𝑟چگالی سطحی دیسک و  

𝐼𝑧𝑧 یدیسک براdm :برابر است با 

𝐼𝑧𝑧(𝑑𝑚) = 𝑟
2𝑑𝑚 

 بنابراین:

𝐼𝑧𝑧 =
2𝑀

𝑅2
∫ 𝑟3𝑑𝑟
𝑅

0

=
1

2
𝑀𝑅2 

𝐼𝑦𝑦  ،1و  𝐼𝑥𝑥و به طور مشابه 

4
𝑀𝑅2آیند و درنهایت:بدست می 

𝐼𝐴
𝑠 =

(

 
 
 

1

4
𝑀𝑅2 0 0

0
1

4
𝑀𝑅2 0

0 0
1

2
𝑀𝑅2)
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 توخالی یا توپ کرهی ماتریس ممان اینرسی برای یک مثال( محاسبه

s1

s2

s3

A

R

dm



B  cos2 R

 

و هر محور دیگری جواب یکسانی  3و  2، 1ی محورهای پس ممان اینرسی آن حول همه چون کره متقارن است

ای در امتداد محور دوم فاصله Bاز  Aگیریم. به دلیل اینکه خواهد داشت. ما حول محور دوم در نظر می

2𝜋𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃به دلیل اینکه مساحت دیسک انتخاب شده نداردپس عبارت اضافی ندارد.  × 𝑅𝑑𝜃 ،داریم: است 

𝑑𝑚 =
𝑀

4𝜋𝑅2
2𝜋𝑅2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃 =

𝑀

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃 

 داریم:از روی آنچه بالاتر به دست آمد، dmهمچنین برای ممان المان 

𝐼𝐴(𝑦𝑦)(𝑑𝑚) =
1

2
(
𝑀

2
cos 𝜃 𝑑𝜃)(𝑅2 cos2 𝜃) 

 و ممان کره خواهد بود:

𝐼𝐴
نیمکره

=
1

4
𝑀𝑅2∫ cos3 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

2

0

        →             𝐼𝐴
کره
=
1

2
𝑀𝑅2∫ cos3 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

2

0

=
2

3
𝑀𝑅2 

 داریم:از روی عبارتی که برای کرة توخالی به دست آمد، ی توپر و برای کره

𝑑𝑚 =
𝑀

4

3
𝜋𝑅3

4𝜋𝑟2𝑑𝑟 =
3𝑀

𝑅3
𝑟2𝑑𝑟 → 𝐼𝐴

کره
= ∫

2

3

𝑅

0

(
3𝑀

𝑅3
𝑟2𝑑𝑟) 𝑟2 =

2𝑀

𝑅3
∫ 𝑟4𝑑𝑟

𝑅

0

=
2

5
𝑀𝑅2 

 


